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1 Einleitung

In diesem Vortrag soll es um die Bewegung von Himmelskorpern und deren Vor-
ausberechnung in einem geschlossenen System gehen. Es werden speziell Satelli-
ten betrachtet und dazu ein vereinfachtes Modell Erde-Mond-Satellit vorgestellt.
Die Vereinfachungen beziehen sich einerseits auf die Reduzierung des Modells auf
ein Dreikérperproblem mit zwei relativ groflen und einer im Vergleich dazu ver-
nachléssigbar kleinen Masse (restringiertes Dreikorperproblem), aber auch auf die
Annahme punktformiger Massen und die Unterschlagung weiterer bahnstérender
Elemente (Sonnendruck, mogliche Restatmosphére etc. ).

Als Orientierung diente die im Anhang aufgefiihrte Literatur.

2 Newtonsche Himmelsmechanik

Aus der Mechanik ist bekannt, dass ein Korper bei Abwesenheit von Kréiften
in einem geradlinig gleichformigen Bewegungszustand verharrt. Sei nun z(t) =
[2:(t), 2y(t), 2,(t)] € R® der Ortsvektor eines Kérpers im dreidimensionalen eu-
klidischen Raum, so gilt fiir seine Geschwindigkeit

v(t) =2'(t) = const. & v =2"=0

Dabei ist 2" die Beschleunigung des Korpers. Nach Newton sind Kréfte propor-
tional zur Beschleunigung und zur Masse m eines Korpers. Da wir ein abgeschlos-
senes mechanisches System betrachten, ist der Zustand dieses System mit x(to)
und z’(tp) fiir alle Zeiten festgelegt. Damit ergibt sich

mz" = F(t,z, 2"

Da ein Kraftgesetz nicht von der Wahl des Zeitursprungs abhéngen kann, erhalten
wir Differenzialgleichungen der Form

ma" = F(x,x')

Wenn nun die Funktion F' ndher untersuchen wollen, miissen wir beachten, dass
das Gravitationsfeld ein konservatives Kraftfeld ist. Konkret heifit das, es ist
ein Zentralkraftfeld, in dem die geleistete Arbeit lediglich vom Anfangs- und
Endpunkt einer Translation abhéngt und nicht von Weg. Bewegt sich nun in
einem konservativen Kraftfeld eine Masse um eine infinitesimale Strecke Ax, so
erhilt man fiir die Anderung der potentiellen Energie E,(x):

L OB@)  OE@) . OE@)
 Ony ATy + Oz, Azy + or,

Da wir im konservativen Kraftfeld von der Energieerhaltung ausgehen, wird bei
dieser Anderung der potentiellen Energie die Arbeit

AW = F - Az = —AE,

AE,(x) Ax,
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verrichtet. Durch Umstellen erhalten wir

OF OF OF
F,=——2 F =——2und F, = ——2.
Ox, Y oz, b ox.,

Zusammengefasst erhalten wir
P 0E, OFE, OE,
Oz, Oz, Ox,
Die potentielle Energie einer Masse m ist nur vom Ort z abhéngig. Ist nun r der
Abstand zum Zentrum des Gravitationsfeldes, so konnen wir diese potentielle
Energie durch die Arbeit W), beschreiben, die nétig ist, um m von einem un-

endlich fernen und somit kréaftefreien Punkt in den Abstand r zu bringen. Dabei
nennen wir W, in Zukunft das Gravitationspotential U(r) und definieren:

U(r)::/rF-dr

e e}

} = —gradE, = =V E,

So erhalten wir fiir die Kraft im Gravitationsfeld allgemeiner

F=-VU(r)

2.1 Bewegung mehrerer Korper im Gravitationsfeld
2.1.1 Das Zweikorperproblem

Fiir zwei Korper nehmen wir die Koordinaten x; und x5, die Massen m; und ma,
sowie den Abstand riy = |r1 — x| an. Grundlage unserer Untersuchungen ist das
newtonsche Gravitationsgesetz, das die Kraft zwischen zwei Massen beschreibt:

F = mymy (1 — T2) __Mmimy T3
12 =7 3 =732
&P g T2

oder in skalarer Schreibweise

Dabei ist v die Gravitationskonstante und % der Einheitsvektor in die Richtung
von r. Es ist ersichtlich, dass F' umgekehrt proportional zu r* und von r linear
abhéngig ist. Im Folgenden wollen wir die skalare Form des Gravitationsgesetzes
verwenden um das Gravitationspotential zu bestimmen:

T12
myme
U(ria) = / ¥ —5— dr
c r
mymso

T12

= —
T c

1 1
= —ynmimz| — ——
T12 C



und fir ¢ — oo also schliefilich

mim
U(Tlg):—’y ! 2.

12

Wir erhalten also Bewegungsgleichungen der Form

myz| = =V, U(r), Moty = —V gz, U(T12)

2.2 Das Mehrkoérperproblem

Gehen wir nun zum allgemeineren Mehrkorperproblem iiber und betrachten n
Massepunkte mit den Massen m; und den Ortsvektoren z; (i = 1,...,n). So
ergeben sich die Bewegungsgleichungen

"

m;T

:—vaU y i:l,...,n

und das Gravitationspotential aus der Summe der Einzelkréfte

U = /i iﬂjdr

Leider existieren fiir das Mehrkoérperproblem mit n > 3 nur fiir wenige Spezi-
alfille geschlossene Losungen, so dass man solche Differentialgleichungssysteme
numerisch integrieren muss.

3 Das Modell Erde-Mond-Satellit

In der Praxis ist es meist zu aufwendig alle Korper eines Sonnensystems (etc.) zu
betrachten. Andererseits reicht es oft nicht aus nur zwei Korper zu beriicksich-
tigen. Beispiele sind die Systeme Doppelstern mit Begleiter, Erde-Mond-Satellit
oder ein Flug zum Mond. Wir moéchten nun im Folgenden numerisch die Bahn
eines Satelliten bestimmen und untersuchen dazu das Dreikérperproblem mit den
Korpern Erde, Mond und kiinstlicher Satellit.

3.1 Das Dreikorperproblem

Analog zu 2.2 erhalten wir zunéchst das Gravitationspotential

mi1me momsg mims
U:= U(T1277’13,T23):—’7( + + )

12 723 T13
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und die Bewegungsgleichungen
myr] = =V, U, moty = —V,,U, maxly = =V, U (1)

Wir koénnen fiir die Losung unseres speziellen Modells allerdings noch einige Be-
sonderheiten beriicksichtigen, die uns zum eingeschrinkten Dreikoérperproblem
fiithren.

3.1.1 Das eingeschrinkte Dreikorperproblem

Zur Beschreibung der Bewegung der drei Korper in unserem Modell machen wir
einige Vereinfachungen, die zugleich das eingeschréinkte Dreikorperproblem cha-
rakterisieren:

e die Massen m; und ms bewegen sich auf einer kreisférmigen Bahn um ihren
gemeinsamen Schwerpunkt

e die Masse mg ist vernachlédssigbar gegen m; und ms, so dass sie deren
Bewegung nicht beeinflusst

e alle Bewegungen finden in einer Ebene statt

Zur Beschreibung der Bewegung wihlen wir nun ein kartesisches Koordinaten-
system (£,n). Im Ursprung liegt der Schwerpunkt der Massen m; und ms. Das
Koordinatensystem dreht sich dabei mit der Winkelgeschwindigkeit w, so dass
die Massen m; und my stets auf der £-Achse liegen. Das neue Koordinatensystem
(&,m) geht durch folgende Transformation aus einem ,statischen“ Koordinaten-
system (x,y) hervor:

coswt —sinwt
sinwt coswt

ui:D(wt)ei:< )ei, 1<:<2
Dabei ist {e1, e} eine Orthonormalbasis im (z, y)-Koordinatensystem und {uy, us}
eine Orthonormalbasis im (&, n)-Koordinatensystem. Weiterhin wéhlen wir als
Einheitsldnge den Abstand rj3, so dass nach dem Schwerpunkt-/Hebelgesetz m;
die Koordinaten (—u, 0) und msy die Koordinaten (1 — u,0) hat. Es ist also

ma2

H=

Da wir uns durch das rotierende Koordinatensystem eine Vereinfachung des Pro-
blems geschaffen haben, miissen wir jetzt nur noch die Bewegungsgleichung des
Korpers mg bestimmen.

Sei nun s(¢) eine Bahn der Masse mg im ,statischen“ (z,y)-Koordinatensystem
und p(t) eine Bahn im rotierenden (&, n)-Koordinatensystem, so gilt:

s(t) = D(wt) - p(t)
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Abbildung 1: rotierendes Koordinatensystem

Definieren wir D := D(wt), s := s(t) und p := p(t) und differenzieren die Glei-
chung zwei mal nach ¢, erhalten wir nach der Produktregel:

SUID”-p—I—QD/-p,—l—D-pH
= p”:D_l‘S”—D_l‘D”‘p—QD_l‘D/‘p,
Dabei ist
D — coswt —sinwt /—w —sinwt — coswt
~ \ sinwt coswt - coswt —sinwt

D”zw( —sinwt —coswt )/:w2< —coswt  sinwt )

coswt —sinwt —sinwt —coswt

und

Weiterhin erhalten wir die Vereinfachungen
Dl.p — coswt sinwt wl sinwt —coswt _y 0 —1
—sinwt coswt coswt —sinwt 1 0
sowie
Dl.p"— cqs wt  sinwt Y CQS wt  sinwt W2 -1 0
—sinwt coswt —sinwt —coswt 0 -1
Also vereinfacht sich die obige Differentialgleichung zu

/I —1 no__ 2 -1 0 _ 0 -1 /
pr=D"" 5 w(o 1 p— 2w 1 0 p



bzw.

" 2 0 0 —1 / -1 "
p—i—w(o q p+ 2w 10 p=D""" s

Jetzt ist es an der Zeit, dass wir uns an die Gleichungen (1) erinnern. Demnach
gilt fiir p € R?

mgs” = -=V,U
" [ 8 <m1m3 mgmg) 8 <m1m3 QOg)}
<~ Mms3S =7 )
0px 13 723 6py 13 723
" [ 8 <m1 m2> 8 <m1 m2>]
<~ S =7 — — ), — | — vz
O0pz \T13 723 6py 13 723

Wahlen wir weiterhin die Einheiten der Gravitationskonstante und der Winkel-

geschwindigkeit so, dass v = 1 und w = 1, und beachten, dass m; + my = 1 und
m2

p= 2 sowie ry; = [p; — pj| = [s; — |, so ergibt sich unsere Differentialglei-
chung zu
9 (lmp 4 p
" 49 0 -1 L — 0¢ \ 3 +7"23
pr I 0 P 0 (lzm 4 n
on \ ris r23

Stellen wir nun fiir die - und die n-Komponente jeweils einzelne Differentialglei-
chungen der Bahn p(t) = (£(t),n(t)) auf, so erhalten wir fiir das eingeschriankte
Dreikorperproblem schliellich

ou ou
g/l N 277/ o g _ (Tl?n T23) und 77” + 25,/ = (7"13, 7"23)
23 on
1—
mit dem Potential U(riz,re3) = AR
713 723

Eine analoge Schreibweise, die man auch oft findet ist:

oV oV
e — oy W) g gy V()
3 an
2 2
1 —
mlt V(T‘L?” 7‘23) — § + ?7 + ,U/ + i
2 13 T'23

Fiir dieses System von gewohnlichen Differentialgleichungen existiert keine ge-
schlossene algebraische Losung, so dass wir sie im Folgenden numerisch losen
missen.



4 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung

Da wir nun eine vereinfachtes Modell der Satellitenbahn geschaffen haben, soll-
ten wir iiberpriifen, ob dieses Modell die Wirklichkeit auch beschreiben kann. So
gehort in der realen Welt offensichtlich zu jedem Vektor aus Ort und Geschwin-
digkeit genau eine Bahn. Wir untersuchen also ob es Losungen zu jedem Punkt
des vierdimensionalen Vektorraumes gibt und ob sie eindeutig sind. Dazu bedie-
nen wir uns des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindelof:

Die Funktion f : R D [0,a] x R"™ — R™ sei stetig auf dem Intervall

Q={(t,z):|t—to| <9, |v —mo| <5 -M} C R
und geniige der Lipschitz-Bedingung:

AL>0:[[f(tza) = f(E )| S L-lza —mf| V(L 2a), (L) € Q

Es gelte M = max{|f(t,z)|: (t,z) € Q}.

Dann existiert eine Losung des Anfangswertproblems z/'(t) = f(t, z(t)),
x(ty) = xo im Intervall I = [ty —0, o+ 0] und ist dort eindeutig bestimmt.

Da sich dieser Satz auf ein Anfangswertproblem erster Ordnung bezieht, miissen
wir das zu untersuchende Differentialgleichungssystem zweier Ordnung zunéchst
in die Form 2/ = f(x) bringen. Dazu definieren wir ein x = (x, z2, 23, 24) =
(f’ 777 5/7 n,> mit

I I A%
Ty =3, Ty =2r4+ 5o

I I ov.
Ty =y, Ty = —203+ 5
so dass wir
/ /
I xy XT3
/
X X Xy
! 2 2
f(.r) =T = / - 7 = oV
':L‘l ':L‘l 2.T4 + 81‘81‘/
! !

erhalten. Beachten wir, dass ri; = (21 + p)? + 23 und r3; = (v + p — 1)? + 23,



konnen wir auch schreiben:

T3
Ty
f(ZL‘) — = 24 + 9 [ a3+a3 + 1—p + u
01 2 Vet +al  \/(-p—w1)?+a}
24 42 1—
—9 0 [ itz © 1
31 903 7 V(@) a3 + V (—p—a1)2 43
T3
/ .1'4
S = g oo, - Qoo pletes) (2)
13 23
z2(1—
=y — S8 -

Als erstes tragen wir noch einmal kurz zusammen, was wir iiber die obige Glei-
chung wissen:

e 1 € [0,1] ist eine Konstante
o 1y = (1 + p)* + 23
o 7’%2 = (.T1—|—,U—1)2—|—SL’%

Es ist klar, dass es fiir obige Differentialgleichung keine Losung geben kann, wenn
r13 = 0 oder r93 = 0.

Wir wihlen die Supremumsnorm und machen die Annahme, dass fiir zo : r = ¢
und fiir alle betrachteten r : 713 > 5 und 793 > § mit ¢ > 0. Damit legen
wir das zu iiberpriifende Existenzintervall so, dass ri3 = 0 oder ry3 = 0 immer
ausgeschlossen ist.

Jetzt muss gezeigt werden, dass die Lipschitz-Bedingung erfiillt ist:
AL > 0:|[|f(tx) = ft.yll < L- [z =yl

Als Hilfsmittel benutzen wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

und formulieren unser Problem entsprechend um:

HWHMZ 't zo)lle = sup||[Df(t2)][e < L

Dabei ist D die Jacobi- oder Ableitungsmatrix.
Durch partielles Ableiten von f(x) nach z;...z4 erhalten wir die Zeilen von D zu:



0

0f(z) = 1—(1—p) (3 — 3(z1itp) | x1+g0 SR O S [ ) RO e o T
O AV i3 713 " "33 "33 23
3x2(i—u) Czitp | Spwe | mitp—l
T13 r13 T23 r23
0
0
8f(:E) = 3(A—pw)(@itp) | xo + 3u(@itp—1)  xp
0T s 13 T34 23
1 3x T 1 3z T
L= (-3 ) e (-3 2
1
orw | o
8373 0
—2
0
ofw) _ |1
8373 2
0

Nun ist es daran, die einzelnen Spalten der Jacobi-Matrix mit Hilfe unserer An-
nahmen abzuschétzen:

1)

0
0f () .
= U C5157) i W (O W €3 7 O
0xy 1= (1= R ,{?3 = 1,,33 )
3(L—p)aa(z1+4) + 3uxs(z1+p—1)
7‘5 7‘5
13 23

a) Abschétzen der dritten Komponente mittels der Dreiecksungleichung und
der Ungleichungen (z; + p)? < 7% sowie (z1 +p — 1)? < 13,

’81‘3(93) < 1+’M—§+3’+’3M3—M’:1+ 2+3u’+ QTM
Oz, 13 To3 13 To3
8
< 1+§<2+3“)
40
< 1+—3
19

b) Abschétzen der vierten Komponente unter zusitzlicher Verwendung der
Youngschen Ungleichung a - b < %(a2 +0?):
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’61‘4(9:) 31 )w§+(w1+ﬂ)2+3 23+ (x1 +p— 1)
Oy - 219, 2r5,
_ 3fl-p _m
S 2 ( i3 T_23>
< 12
S 3
2)
0
0f () = 3(1—u)$2(x1+u)(:_ 3uxs (w1 +p—1)
8x2 5 5

1 ) 723 )
3z 1 3z
( 'u) s 3 H T3 753

a) Abschétzen der dritten Komponente:

laﬁﬂx) laﬁdx)
8@ n al‘l
12
3

b) Abschétzen der vierten Komponente:

Ofs(z) ’ (—2) ' (—2)
< 1+ |—(1-— + |-
'85‘? ( 2 3 Ty
2—-2 2
- 1+’ 3”’4_7”
713 T'a3
32
< 1+—3
€

Daraus ergibt sich bei unserer teils recht grofiziigigen Abschétzung

0 0 1 0
0 0 0 1
JL : sup |41 12 0 92 <L
g3 g3
g 1+% 20/,

Wobei L fiir alle € # 0 existiert, aber gerade fiir eine Umgebung mit ¢ — 0 stark
von diesem Abhéngt. Es existieren also auch eindeutige Losungen fiir alle 3 > 0.
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Als néchstes sollten wir noch das zeitliche Existenzintervall untersuchen. Wir
haben in unserer Annahme festgelegt, dass |z — 2ol < 5§ = 0 - M. Somit gilt
|t - tO‘oo < 0= 55

Dabei ist M = max{|f(t x)| : (t,z) € Q}. Dieses M miissen wir nun im Folgen-
den bestimmen oder zumindest nach oben abschétzen um ein zeitliches Existen-
zintervall zu erhalten, in dem es eindeutige Losungen gibt. Es sind r;3 > § und
rig <e+ 5= %5 und da wir die Supremumsnorm verwenden auch |x;| < %6 (1€
{1,2}), was uns zu folgender Abschitzung fiihrt:

|fit,z)] = |3
|fat, )] = |24
—1)(x + —p(ry +p—1
) < |x1|+|2x4\+\<“ )z, “)M ot i >\
713 793
— 1+ (o +p)? | (- 1)
< |x1|+|2x|+(ﬂ ) 3(1 1) LA (13# )
21y, 215,
3 8(1+ %% 8(1+ 262
< |2 = 4 4
s Pulrost s 223
3 8 + 18¢2
= |2{L‘4|+§€+7
SL’ — X
|fa(t, )| < |—2x3|+|le+‘ - ‘ %2
33
2422 24 22
< |—2x3|+|xz|+\ 2|4 |0
13 2153
3 8(1+ 2y 8(1+ 2¢2)
< =2 - 4
3 8+185
= [2as] + Se - ——5—

Und schliellich erhalten wir ein Zeitintervall, fiir das die eindeutigen Losungen
existieren:

[t —to] < c
= oM
3
S t—t <
‘ 0| —- 9. max{|2x3|+ 6<|>8—i-1852 |2:E4|+ E+8+1852}
Slt—t) < ©

3e +4 (E52) + 4max{|zs] , |24}

Somit gibt es fiir alle ¢ > 0 auch ein zeitliches Existenzintervall.
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5 Simulation

Zur Simulation des untersuchten Modells habe ich Octave und zum plotten der
grafischen Darstellungen Gnu-Plot benutzt. Octave lehnt sich in der Syntax stark
an Matlab an, so dass die Simulation auch unter Matlab leicht durchzufiihren
wire. Die Octave-Dateien dazu befinden unter http://bfe.hachti.de/prosem/.
Grundlage der Simulation ist das Differentialgleichungssystem (2), welches mit
der Octave-Funktion ,lsode* gelost wurde. Dabei wurden von einer Erdmasse
von mg = 5,974 - 10** kg und einer Mondmasse von my; = 7,350 - 10?2 kg
ausgegangen®.

Im Folgenden nun zunéchst das Listing des ,,Hauptprogramms®:

% This is a simulation of the Restricted 3-Body Problem
% You can find the ode in xdot.m

yA

%h e.g. x0=[0.097776; 0; 0; 2.90142], m1=5974, m2=73.50
yA

% parameters

ml = 5974; % mass of earth

m2 = 73.50; % mass of moon

x0 = [0.097776; 0; 0; 2.90142]; % [locusl; locus2; speedl; speed2]
t = [0:0.002:84]; % 1d=0,2302992

lsode_options ("absolute tolerance", 1.4901e-08); % default 1.4901e-08
lsode_options ("relative tolerance", 1.4901e-08); % default 1.4901e-08
% lsode_options ("integration method", "stiff"); % default stiff

% lsode_options ("initial step size", -1); % default not spec.

% lsode_options ("maximum step size", -1); % not specified

% lsode_options ("minimum step size", 0); % default O

% lsode_options ("step limit",100000); % default 100000

% _____________________________________________________________

global mul;
global mu2;

m2 / (ml + m2)
1 - mul;

mul
mu?2

"Winnenburg, Wolfram: Einfiihrung in die Astronomie. BI-Wiss.-Verl.: Mannheim, 1990
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y = lsode("ode", x0, t); % ode solver

plot(y(:,1),y(:,2),

"g"); % plots the path

title("t=365d, RelTol=1.4901e-08, AbsTol=1.4901e-08")

axis("equal");
xlabel (’x_1(t)’);
ylabel (’x_2(t)?);
grid; % grid lines

hold on;

plot(-mul,0,"rx"); % draw the ’planets’

plot (mu2,0,"r*");
hold off;

input ("Press RETURN to continue.");

plot(t, (((y(:,1)+mul) . 2+(y(:,2)).72).7(0.5))); % plots r_(13)

axis("normal");
xlabel("t");
ylabel("r_(13)");

Die Formulierung der Differentialgleichungen befindet sich in ode.m:

% Restricted 3-Body Problem

% x’=f(x,t)
h x=(x,y,x’,y)

function xdot = ode(x,t)

global mul; % mul/2 from main program

global mu2; % mu2 =

xdot = zeros (4,1);
rl = ((x(1) + mul).
r2 = ((x(1) - mu2).
xdot (1) = x(3);
xdot(2) = x(4);
xdot(3) = x(1) + 2.
xdot (4) = x(2) - 2.
endfunction

1-mul
% initialize xdot

"2 + x(2).72).7(3/2); % r13 °3
"2 + x(2).72).7(3/2); % r23 °3

*x(4) - mu2.*%(x(1) + mul)./r1l - mul.*(x(1) - mu2)./r2;
*x(3) - mu2.*x(2)./r1 - mul.*x(2)./ r2;
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5.1 Physikalische Einheiten

Wollen wir konkrete Anfangsbedingungen angeben und untersuchen wann sich
ein Satellit an welchem Ort befindet, miissen wir uns zunéchst fragen, welche
Einheiten fiir die verwendeten Gréflen benutzt werden miissen.

5.1.1 Léangeneinheit

Die Langeneinheit wird durch die Entfernung Erde-Mond bestimmt, da wir so
die Einheitsldnge definiert haben. Nehmen wir also die mittlere Entfernung Erde-
Mond mit 384 400 km an, so gilt?:

1 (Léngeneinheit) = 384 400 km = 3,844 -10°m
bzw.
1 m = 2.601 -107? (Léngeneinheiten)

5.1.2 Masseneinheit

Fiir die Einheitsmasse haben wir oben 1 = m; 4+ msy festgelegt. Sind also m; =
mp = 5,974 - 10** kg und my = mya; = 7,350 - 10?2 kg, so ist die Masseneinheit
festgelegt als:

1 (Masseneinheit) = 6,0475 - 10** kg
bzw.
1 kg = 1,6536 - 1072° (Masseneinheiten)

5.1.3 Zeiteinheit

Mittels der Gravitationskonstante, deren Einheit wir mit Eins festgesetzt haben,
ist es nun moglich die Einheitenumrechnung fiir die Zeit durchzufiihren.

3
N=1=6,673-10""1 2 _

s? - kg
3 2,601 -10-%)?
12 —6.673-10 "™ _6.673. 101 % — 7.1049 - 1012
<18 =0 e = O 6536105

Also gilt fiir die Zeiteinheiten:

Is = 2,6655-107°
lh = 9,5958-107°
1d = 0,2302992

2Winnenburg, Wolfram: Einfiihrung in die Astronomie. BI-Wiss.-Verl.: Mannheim, 1990;
Seite 178
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5.2 Bahnuntersuchungen
5.2.1 Geostationire Satelliten

Als Beispiel fiir eine praktisch orientierte Bahnuntersuchung soll die Anwendung
des Modells auf einen geostationédren Satelliten dienen. Nach der Wikipedia um-
kreisen diese Satelliten die Erde in einer Héhe h = 35.880 km. Somit ergibt sich
fiir den Anfangswert

’r]:xQIO
und

E=a1=h+TErge — pt = 3,588 - 10"km + 6,378 - 10%%km — p
&y =0,10993 — 0,012154 = 0,097776

Die erste Ableitung im Anfangswert ergibt sich aus der Geschwindigkeit des Sa-
telliten vy zu tp, fiir die wir als Ndherung eine Kreisbahn annehmen:
ss  2m-0,10993
s =— = ——————=2,99918
YTt T 7023030
Da unser Koordinatensystem allerdings rotiert, miissen wir die Geschwindigkeit
vs nach v/, transformieren [2]:

vy = v + (w X 7)

Svl=v,— (wxr

Benutzen wir gleich die Einheiten, die wir uns fiir das rotierende Koordinaten-
system geschaffen haben, beachten dass w L r gilt und lassen den Satelliten
in Rotationsrichtung des (&, n)-Koordiantensystems fliegen, so kénnen wir die
Transformation schreiben als:

v o= vs—(wxr)
r .
Sv, = vy — |w|-|r|-sin 5
sl = 2,99918 — [1]-|0,007776] - 1
sl = 2,00142

Somit ergibt sich der Anfangswert zu xy = (0,097776; 0;0;2,90142) und ¢, = 0.

Diese Bahn kénnen wir nun mit verschiedenen Genauigkeiten simulieren. Dazu
bietet Octave die beiden Parameter ,relative tolerance® (default: 1,4901 - 1078)
und ,abolute tolerance* (default: 1,4901 - 1078). Bei Matlab heifien sie analog
,RelTol“ (default: 1-107%) und ,AbsTol* (default: 1-1075). Uber diese beiden
Parametern wird die Schrittweite fiir jeden Integrationsschritt bestimmt, so dass
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T=PERd, RelTol=1l.@e=-8f, AbETol=1, dg-a7
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Abbildung 2: Bahn des geostationdren Satelliten mit geringer Genauigkeit

fiir den lokalen Fehler [(y;) bei einem ermittelten Wert y; und einem exakten
Wert x; gilt
1(ys)| = |ys — 2] < RelTol - |y;| + AbsTol

Ist diese Relation nicht mehr erfiillt, wird die Schrittweite der Integration an-
gepasst und somit bei mehr Rechenzeit eine hohere Genauigkeit erreicht. Dabei
ist RelTol immer ein Skalar, AbsTol kann hingegen auch ein n-Tupel sein und
kommt hauptséchlich bei kleinen |y;| zum Tragen.

Zunichst soll das Modell mit den Default-Einstellungen von Matlab {iber einen
Zeitraum von 365 Tagen simuliert werden.

Bei dieser Simulation (Abb. 2 und 3) fallt auf, dass sich der Satellit fiir ca. 335
Tage zwar nicht in seinem Orbit, aber zumindest in der Néhe der Erde aufhélt.
Dann nimmt der Abstand zur Erde aber plotzlich fast linear zu. Betrachten wir
den Punkt an dem dies passiert in Abb. 4 ndher, erkennen wir, dass dort der
Satellit der Erde sehr nah gekommen ist. Er ist praktisch abgestiirzt.

Erhohen wir jedoch die Toleranzen auf die Grundeinstellungen von Octave mit

einer absoluten und einer relativen Toleranz von jeweils 1.4901-107% (Abb. 5 und
6), so zeigt sich ein anderes Bild. Der Satellit umkreist auf einer leicht elliptischen
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1=26Ed, RelTol=l.@g-8E, AbsTol=l.de-aZ
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Abbildung 3: Abstand des geostationédren Satelliten von der Erde

t=P6Ed, RelTol=1. 8¢-ag, AbsTol=l. @e-82

a1 r T T T
: line 1

F_I[17]

Erac Erc] ErL | Erc Erac e |

Abbildung 4: Der ,,Ausbrechpunkt*
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t=ZEEd, RelTol=i H3Aie=8Z, AbcTal-il H3dle-dZ

x_1(t)
Abbildung 5: Bahn des geostationdren Satelliten mit hoher Genauigkeit

TIFEEd, KelTol=l H3#ile=df, AbDETol=l. H38le=af

T
line 1
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Abbildung 6: Abstand des geostationédren Satelliten von der Erde

Bahn die Erde, ndhert sich dieser aber langsam an. Der Grund hierfiir liegt in
der Ungenauigkeit der Anfangswerte (u.a. Annahme einer Kreisbahn, Rundung
der Werte) und in der Fehlerfortpflanzung.

Dieser Vergleich zweier Simulationen mit unterschiedlicher Genauigkeit macht
aber deutlich, dass man sich bei einer numerischen Simulation iiber einen ldnge-
ren Zeitraum durchaus auch iiber Fehlerfortpflanzung und die Genauigkeit der
Anfangswerte und der Integrationsschritte Gedanken machen muss.
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6 Grenzen des Modells

Das vorgestellt Modell des eingeschrinkten Dreikérperproblems ist natiirlich nur
eine vereinfachte Beschreibung einer Satellitenbahn, erlaubt es jedoch eine erste
Vorstellung vom Verhalten eines Dreikérpersystems zu erlangen.

Neben den Einschrinkungen, die das Modell mit sich bringt, bleiben mogliche
Faktoren fiir Bahnstorungen unberiicksichtigt. Das sind u.a:

e Die Abweichung der Erde von einer kugelférmigen Gestalt und somit auch
die Abweichung von einer symmetrischen Masse- bzw. Dichteverteilung
(z.B. Abplattung)

e Einfliisse anderer Himmelskorper
e Sonnendruck

e Restatmosphére in Erdnéhe

Es gibt also noch reichlich Material um sich mit den Bahnen von Satelliten zu
beschéftigen.
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